HOI TOAN HOC VIET NAM
EXAGON

B of Maths & Science

Tim Kiém Tai nang Toan hoc tré
Dé thi gom 06 cau héi, in trén 01 trang giay. Thoi gian lam bai 120 phait.

. Tu cac s6 tu nhién tir 1 dén 203, ban Linh liét ké cac s6 chia hét cho 3 nhung khong
chia hét cho 2 va thay c6 ding L sd nhu vay. Ban Khanh thi liet ké cac s6 chia hét
cho 2 ma khong chia hét cho 3 va thay c6 ding K s6 nhu vay. Tinh gia tri cia K — L.

. Hinh vé& bén 14 mot hinh thap gom 10 6
vuong. Ngudi ta dién vao moi 6 vuong
mot s6 tu nhién sao cho khong ké céc
0 trong hang dudi ctiing thi s6 ghi trong
mdi 6 bing tong hai s6 ghi trong hai 6
lién duéi no.

Vi du, c6 thé dién muoi
sO tu nhién vao hinh
thap nhu sau.

Thay Thuan mudén mot cich dién théa man yéu cau trén ma c6 ding 4 s6 chdn. Em
hiay chi ra mot cach dién gitap thay Thuan.

. Em hay chia hinh c6 duong vién to dam
thanh hai hinh giéng hét nhau bang cach
cat theo duong lugi 6 vuong. Hai hinh
dudce coi 1a giéng hét nhau néu ching c6
thé chong khit len nhau.

. C6 ba tam thé ghi s6 1, mot tam thé ghi s6 5, mot tam thé ghi s6 7 vA mot tam thé
ghi s6 8. Héi ¢6 thé lap dugc bao nhiéu sb tur nhién c¢6 sau chit s6 khi dat sau tam thé
nay trén cuing mot hang?

. M6t hinh ch nhat duge ghép béi
16 hinh chit nhat nhé gidng hét
nhau, nhu hinh bén. Biét ring
chu vi cia mdi hinh chit nhat nhé
bang 40 cm, tim chu vi clia hinh
chit nhat 16n.

. Trong mot khu ring c¢6 6 con ky nhong do, 3 con ky nhong xanh, 11 con ky nhong
vang. Mbi lan hai con khac mau giap nhau thi ca hai con ciing ddi sang mau thi ba.
C6 thé c6 xay ra truong hop ca 20 con déu thanh mot mau khong? Tai sao?
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Tim Kiém Tai nang Toan hoc tre

Dé thi gom 06 cau hoi, in trén 01 trang giay. Thoi gian lam bai 120 phat.

. Hinh vé bén 134 mot hinh thap gom 15 6
vuong. Nguoi ta dién vao mdi 6 mot s6
t nhién sao cho khong ké céc 6 trong
hang dué6i cuing thi s6 ghi trong mdi 6
bang tong hai s6 ghi trong hai 6 lién
duéi né. i 39
Vi du, c¢6 thée dien sb
tu nhién vao hinh thap EEE
nhu sau.

Thay Thuan muén mot cich dién théa man yéu cau trén ma c6 dang 5 so6 chin. Em
hay chi ra mot cach dién gitp thay Thuan.

. C6 mot tam thé ghi s6 0, hai tam thé ghi s6 1, mot tam thé ghi s6 5, mot tam thé ghi
s6 7 v mot tam thé ghi s6 8. Hoi c6 thé lap duge bao nhiéu sb tir nhieén cé séu chit s6
khi dat sau tam thé nay trén cling mot hang?

. Cho ABCD 1la mot hinh vuong. B
E, F,G, H lan luct 1a cac diém chinh gitta
clia cac canh AB, AD, BC, va CD. Biét
rang dién tich hinh vuéng ABCD biang
120 cm?, tinh dién tich phan to dam.

. Thay Du c6 4 dong xu khac nhau. Trén méi mit ctia timg dong xu c6 ghi ding mot
chit cai. Biét rang tit nhitng dong xu nay, thay Du c¢6 thé xép dugdce cac tit sau

9 0@@@ 9 (’m 9 9 m@@@

Hay xac dinh cac cap chit cai viét trén tiing dong xu.

. Chia hinh c¢6 duong vién in dam sau day
thanh ba hinh giéng hét nhau bang cach
cat theo duong luéi 6 vuong. Hai hinh
dudce coi 1a giéng hét nhau néu ching c6
thé chong khit lén nhau.

. Trong mdt khu ring c¢6 6 con ky nhong do, 3 con ky nhong xanh, 11 con ky nhong
vang. M6i lan hai con khac mau gip nhau thi ca hai con ciing doi sang mau thit ba.
C6 thé c6 xay ra truong hop ca 20 con déu thanh mot mau khong? Tai sao?
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f Maths & Science

Tim Kiém Tai nang Toan hoc tre
Dé thi gom 06 cau héi, in trén 01 trang gidy. Thoi gian lam bai 120 phait.

. Trong mot khu riing ¢6 6 con ky nhong do, 3 con ky nhong xanh, 11 con ky nhong
vang. Méi lan hai con khac mau gip nhau thi ca hai con cting ddi sang mau thi ba.
C6 thé c6 xay ra trusng hop ca 20 con déu thanh mot mau khong? Tai sao?

. Cat hinh c6 duong vién to dam sau day
thanh ba hinh bang nhau. Yéu cau cat
theo lu6i 6 vuong. Hai hinh duge coi la
bing nhau néu ching c6 thé chong khit
lén nhau.

. Hinh vé bén 134 mot hinh thap gom 21 6
vuong. Nguoi ta dién vao mdi 6 mot so
tu nhién sao cho khong ké céc 6 trong
hang duéi cung thi s6 ghi trong médi 6
bing tong hai s6 ghi trong hai 6 lién
dudi né.

Vi du, c6 thé dién
s6 tu nhién vao
hinh thap nhu
sau.

[1][2]1]4]3]2]

Thay Thuan muén mot cich dién théa man yéu cau trén ma c6 dung 7 s6 chdn. Em
hay chi ra mot cach dién gitip thay Thuan.

. Hoéi c¢6 bao nhiéu s6 nguyén duong cé hai chit s6 ma tong cic chit s6 clia mdi s6 do6

A

chia hét cho 3 nhung khong chia hét cho 27?

. Trong tam gidc ABC, lay cac diém D, E trén canh
BC sao cho BD = DE = EC va diém F tren AC
sao cho AF = F(C. Biét rang dién tich ctia tam giac
ABC 13 480 cm?, tinh dién tich cia

(a) tam giac BGD;

(b) tam gidc AGJ.

B C

. C6 N em hoc sinh ding thanh vong tron, danh s6 lan lugt 1a 1, 2, 3, ...., N theo chiéu
kim dong ho. Em s6 1 6 lai, em s6 2 di ra khéi vong, em tiép theo 6 lai, em tiép theo
nita lai di ra khéi vong, tiép tuc nhu thé, ctt cach mot em thi lai c6 mot em bi loai ra,
vong tron thua dan cho dén khi chi con lai mot em.

(a) Néu N = 32 thi em cubi ciing con lai 1a em s6 may?

(b) Néu N = 2017 thi em cudi cting con lai la em s6 may?
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< of Maths & Science
Tim Kiém Tai nang Toan hoc tre
Dé thi gom 06 cau hoi, in trén 01 trang giay. Thoi gian lam bai 120 phat.
. Tim tat ca cac bo s6 nguyén duong (a, b, ¢, d) théa man dong thai cac dieu kien

ab=c+d, va a+b=cd.

. Cho nam s6 thuyc (khong nhat thiét phan biét) c6 tong bing 18, dong thdi tong ba sb
tiy ¥ trong nam s6 d6 khong am. Goi £ 1a s6 nho nhat trong nam s6 d6. Hiy tim gia
tri nhé nhat cia /.

B, . A
. Cho hinh vuéng ABCD. Hai diém E, F lan 49
lugt thuoce canh C'D va DA sao cho dién tich
cac tam giac BOE, EDF va ABF lan lugt
1a 21 cm?, 44 cm? va 42 cm?. Tinh dién tich
tam giac BEF'. 91 "
C D

. C6 2017 em hoc sinh ding thanh vong tron, danh s6 tit 1 dén 2017 theo chiéu kim
dong ho. Em s6 1 6 lai, em s6 2 di ra khéi vong, em tiép theo 6 lai, em tiép theo nita
lai di ra khéi vong, tiép tuc nhu thé, cit cich mot em thi lai c6 mot em bi loai ra, vong
tron thua dan cho dén khi chi con lai mot em. Ho6i d6 14 em s6 may?

. Hinh vé bén 14 mot hinh thap gom 21
6 vuong. Thay Thuan dién vao mdi o6
mot s6 tu nhién sao cho khong ké céc
0 trong hang dudi cting thi s6 ghi trong
mdi 6 bing tong hai s6 ghi trong hai 6
lién dudi no.

Vi du, c6 thé dién
s6 tu nhién vao
hinh thap nhu
sal.

Héi thay Thuan 6 thé viét duge it nhét 1a bao nhieu s6 CHAN & trong hinh thép?
Tai sao?

. Tam giac ABC can tai A. Lay diém D trong tam
gidc sao cho AD = BCva /DAB = «, Z/DAC =
S. Biét a + 38 = 60°. Tinh ZDCA theo o va 3.
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HEXAGON

B4 of Maths & Science
Tim Kiém Tai ning Toan hoc tré

Dé thi gom 06 cau héi, in trén 01 trang gidgy. Thoi gian lam bai 120 phait.

. Tim tat ca cac bo s6 nguyén duong (a, b, ¢, d) théa man dong thai cac dicu kien

ab=c+d va a+b=cd.

. Cho bén s6 thyc (khong nhat thiét phan biét) c6 tong bang 172, dong thsi tong hai

sO tly ¥ trong bon sé luon khong am. Goi £ 13 s nhé nhat trong bén s6, hoi gia tri
nho nhat ctia £ bang bao nhiéu?

. Gid sit da thic ¢(x) théa man
o' = (2* —2® — 2+ 1)q(z) + ar? + bz + ¢,

trong d6 a, b, ¢ 1a ba s6 thyc. Tim gia tri ctia b.

. Cho tam giac vuong ABC c¢6 canh
huyén BC' va duong cao AH. Tren HC
lay diem M sao cho MC = 2MH.
Duong thing ¢ di qua H vudng géc
voi AM va cdt AB (kéo dai) tai N.
Trén tia d6i cia NH lay K sao cho
NH = NK. Goi I la giao diém ctia
BC va AK. Tinh ti s6 IK/AK.

. C6 7 em hoc sinh thi dau béng ban. Trong ngay thtt nhat, mdi em c6 thé chua dau
tran nao hodc da thi ddu mot hosic nhiéu hon mot tran. Biét rang trong hom d6, moi
em thang khong qua 1 tran. Ching minh rang

(a) trong 4 em tuy ¥ ¢6 it nhat hai em chua dau véi nhau;

(b) hét ngay thi dau tht nhat, dé chuan bi cho ngay tiép theo ta luon c6 thé xép 7
em thanh ba nhém sao cho cac em thudc cling mdi nhém thi chua dau véi nhau
tran nao.

. Hinh vé bén 13 mot hinh thap gom 21
o vuong. Thay Thuan dién vao mdi 6
mot s6 tu nhién sao cho khong ké céc
0 trong hang dudi cting thi s6 ghi trong
mdi 6 bing tong hai s6 ghi trong hai 6
lién duéi no.

Vi du, c6 thé dién

Hoéi thay Thuan 6 thé viét duge it nhét 1a bao nhieu s6 CHAN & trong hinh thép?
Tai sao?
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Tim Kiem Tai nang Toan hoc tre
Dé thi gom 06 cau hoi, in trén 01 trang giay. Thoi gian lam bai 120 phat.

. Cho bén s6 thyc (khong nhat thiét phan bigt) c6 tong biang 172, dong thsi tdng hai
s6 tity ¥ trong bon s6 luon khong am. Goi £ 1 s6 nhé nhat trong bén s6, tim gia tri
nho nhat cta £.

. Cho f(x) =a° — 2 —52® —2? —x — 1 va g(z) = 2® — 2* — 5z — 1. Biét ring phuong
trinh g(z) = 0 ¢6 ba nghiém phan biét a,b, ¢, tim gia tri cta

fla) + 1) + f(o).

. Tim tat ca cic cip sd (p,n) trong dé p 1a s6 nguyen to, n 1a s6 nguyén duong sao cho
p™ + 144 13 mot s6 chinh phuong.

. Hinh vé bén 14 mot hinh thap gom 21
6 vuong. Thay Thuan dién viho méi o6
mot s6 tur nhién sao cho khong ké cac
0 trong hang dudi cting thi s6 ghi trong
mdi 6 bing tong hai s6 ghi trong hai 6
lién dudi no.

Vi du, c6 thé dién
s6 tu nhién vao
hinh thap nhu
sau.

Héi thay Thuan c6 thé viét duge it nhat la bao nhiéu s6 CHAN 4 trong hinh thap?
Tai sao?

. C6 100 van dong vien tham gia mot gidi thi dau bong ban theo thé thiic loai triec tiép,
nghia la van dong vién thua sé bi loai ngay (khong c6 tran dau hoa). Theo thé 1& cudc
thi, hai van dong vien chi c6 thé duge thi dau véi nhau néu chénh léch gitia s6 tran da
thi dau ctia ho khong qud 1. Biét rang cudi ciing, chi con lai ding mot ngudi vo dich,
tat ca van dong vien khac déu da bi loai. Hoi nha vo dich thé thing nhiéu hon 9 tran
duge khong? Tai sao?

. Cho tam giac ABC nai tiép duong tron v nhu
hinh vé. Diém D nam trén cung BC khong
chita A ctia 7. Goi E, F lan luct 1 hai diém
trén canh AB, AC sao cho BD = BE va
CD = CF. Goi G la trung diém cta EF.
Chitng minh rang BG vuong goc véi GO
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of Maths & Science

Tim Kiém Tai nang Toan hoc tre
Dé thi gom 06 cau héi, in trén 01 trang giay. Thoi gian lam bai 120 phait.
. Cho hai s6 thyc z,y thdéa man diéu kién x + y = 1. Tim gia tri 16n nhat cla

x Yy
A= :
1+y2+1+:c2

. Tim tat ci cac cdp s6 (p,n) trong d6 p la s6 nguyen t6, n 1a s6 nguyén duong sao cho
p" + 144 1a mot s6 chinh phuong.

. Cho f(x) la mot da thic bac 2016 sao cho

Tinh gié tri cia f(2018).

. C6 100 van dong vien tham gia mot gidi thi dau bong ban theo thé thic loai truc tiép,
nghia 13 van dong vién thua sé bi loai ngay (khong c6 tran dau hoa). Theo thé 1& cude
thi, hai van dong vién chi c6 thé duge thi dau véi nhau néu chénh léch gita so tran da
thi dau ctia ho khong qud 1. Biét rang cudi ciing, chi con lai ding mot ngudi vo dich,
tat ca van dong vien khac déu da bi loai. Héi nha vo dich thé thing nhiéu hon 9 tran
duge khong? Tai sao?

. Hinh vé bén 13 mot hinh thap gom 21
o vuong. Thay Thuan dién vao moi 6
mot s6 tu nhién sao cho khong ké cac
o trong hang duéi cuing thi s6 ghi trong
mdi 6 bing tong hai sé ghi trong hai 6
lién duéi no.

Vi du, c6 thé dién
s6 tu nhién vao
hinh thap nhu
sau.

Hoéi thay Thuan cé thé viét duge it nhat 1a bao nhiéu s6 CHAN § trong hinh thap?
Tai sao?

. Cho tam giac ABC nai tiép duong tron v nhu
hinh vé. Diém D ndm trén cung BC khong
chita A ctia 7. Goi E, F lan lugt 1a hai diém
trén canh AB, AC sao cho BD = BE va
CD = CF. Goi G la trung diém cia EF.
Chitng minh rang BG vuong goc véi GO
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HOI TOAN HOC VIET NAM

Tim Kiem Tai nang Toan hoc tre

0.1 Lép 4
1. Trudc tién ta tinh L. S6 s6 chia hét cho 3, nhé hon 203 1a
1203/2] = 67.
S6 s6 chia hét cho 6 1a
1203/6] = 33.

Suy ra, L = 67 — 33 = 34. Tuong t, ta tinh dudc s6 K = 101 — 33 = 68. Do dé,

K —L=68—-34=34.

No6i dung Diém
Tinh duge gia tri K = 67 1
Tinh dugce gia tri L = 33 1
Tinh duge dap s6 dung 34 3

2. Vi duy, c6 thé dién nhu sau

17
7 110
3146
211133

Chi ra duge cach dién 4 sb chin 1a cho diém t6i da.

3. Thi sinh can chi ra dap an bang hinh vé,
tuong tu nhu hinh bén.

4. Cdch 1. Coi ba s6 1 1a khac nhau, thi ta c6 6! = 720 cach sap xép. Thuc chat, ba s
1 khong phan biet duge nén dap s6 1a 720/(3!) = 120.

Cach 2. Chon vi tri cho s6 5: ¢6 6 cach chon. Chon vi tri cho s6 7: ¢6 5 cach chon.
Chon vi trf cho s6 8: ¢6 4 cach chon. Chon vi tri cho s6 1: ¢6 1 cach chon. Vay tong
sO cach chon 14 6 x 5 x 4 = 120.
| Noi dung | Diém |

Tinh dugc dap s6 ding, cach lam tuong | 5

duong hoac khac




5. Chiéu dai ctia hinh chit nhat 16n duge chia thanh siu phan, mdi phan bang chiéu
rong ciia hinh chit nhat nhé. Chiéu dai ctia hinh chit nhat 16n ciing duge chia thanh
4 phan, moéi phan béang chiéu dai ctia hinh chi nhat nhd. Suy ra, ti 1é chiéu rong va
chiéu dai ctia hinh chit nhat nhé bang 2. Luu ¥, ntta chu vi ctia hinh chi nhat nhé
13 20. Ta chia 20 cm thanh 5 phan bang nhau, thi mdi phan 14 4 cm. Suy ra chiéu
rong chiém 2 phan, titc 1a 8 cm, chiéu dai chiém 3 phan, tic 1a 12 cm.
Do d6, chiéu rong hinh chit nhat 16n 14 12+ 12+ 8 = 32 cm, chiéu dai hinh chit nhat
16n 1a 6 x 8 = 48. Chu vi hinh chi nhéat 16n 1a

2 x (32 + 48) = 160.

No6i dung Diém
Lap luan, tinh toan dugc ti 16 gitta chiéu rong, | 2
chicu dai ctia hinh chi nhat nhé bing 2
Tinh dugc gia tri dap s6 dung 160 3

6. C6 thé. Vi duy, dau tién 1 con ky nhong dé gip 1 con ky nhong vang va ching doi
thanh 2 con ky nhong xanh. Ta ¢6 5 ky nhong dé, 5 ky nhong xanh, 10 ky nhong
vang. Tiép theo, 5 con ky nhong do gip 5 con ky nhong xanh, chiing bién thanh ky
nhong vang. Thic la ta sé duge 20 ky nhong vang.

(6,3,11) — (5,5,10) — (0,0, 20).

| Noi dung | Diém |
| Cho diém t6i da vdi bai c6 10i gidi ding | 5 |




0.2 Lép 5

1. C6 thé dién 5 sb 21
chin, chang han 10711
515 |6
3121313
211111211

Cach dién khac ma c6 gia tri nho nhat van 1a 5 thi cho diém téi da.

2. Goi s6 can tim 14 N = abcdef. Gid dinh rang ta coi hai s6 1 khac nhau. Vi tri a ¢c6 5
lira chon, vi tri b ¢6 5 lua chon, vi tri ¢ ¢6 4 Iita chon va vi tri d ¢6 3 lwa chon, vi tri e
c6 2 lga chon, vi tri f ¢6 1 Iga chon. Do d6, s6s6 N 1a5x5x4x3x2x1 =15 x 120.
Tuy nhién, hai s6 1 kia thie chat 13 mot, nén dap so la

5 x 120/2! = 300.

Co6 dap an dung, cho diém t6i da.

3. Ky hieu (ABC) la dién tich tam gidc ABC. Dé thay,
(ABF) = (ADE) = 1(ABCD). Hon nita, (KEA) =
(KAF) = (KBE) = (KFD), vi E, F la cac diém chinh
gitta cia canh AB, AD tuong tng va do tinh déi xing
cua hinh vuong.

Do vay, dién tich méi phan to6 dam bang % dién tich

hinh vuéng. Thé nén, dién tich bén miéng t6 dam bang
5 dién tich hinh vuong. Dap sb: 40.

‘ NoGi dung ‘ Diém ‘
| C6 1vi giai diing, dap so diing |5 |

4. Vi chit I dung xép chit TIN nén chit I khong thuoc ciing dong xu véi chit T. Vi chit
I diing xép chit HOI nén chit I khong thuoc cing dong xu véi chit O. Vi chit I dung
xép chit TAI nén chit I khong cling dong xu vé6i chit A.

Do d6, chit I ndm trén ciing dong xu véi chit N.

Néu chit H ciing dong xu véi chit T thi A ciing dong xu v6i N va G, nén khong thé
xép duge chit NANG. Vo 1.

Vi ¢6 chit HOI nén H khong cting dong xu v6i O. Vay, H clting dong xu v6i A. Do c6
ch TIN nén G va T 1a mot cap, O va N 1a cap con lai. Vay ta c¢6 cac cap (T, G),
(O,N), (AH), (N,I).

Tac gia: Ngd Hoang Long

Noi dung Diém
Lap luan dugc chit I ndm trén ciing dong xu | 2

v6i cht N

Lap luan dugc chit H khong cung dong xu | 2

vGi cha T

Hoan chinh phuong an 1
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5. Thi sinh can chi ra mot cach cat theo luéi
0 vuong sao cho ba hinh sinh ra tu do
bang nhau. Chan han, hinh bén 13 mot
cach cit.

6. C6 thé. Vi du, dau tién 1 con ky nhong dé gip 1 con k¥ nhong vang va ching doi
thanh 2 con ky nhong xanh. Ta ¢6 5 ky nhong do, 5 ky nhéng xanh, 10 ky nhong
vang. Tiép theo, 5 con k¥ nhong dé gip 5 con ky nhong xanh, chiing bién thanh ki
nhong vang. Thic 1a ta sé duge 20 ky nhong vang.

(6,3,11) — (5,5,10) — (0,0, 20).
Tac gia: Le Vi
‘ Noi dung ‘ Diém ‘

Chi ra dugc mot cach bién doi ve tinh huéng | 5
yeu cau la duge diém téi da
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0.3 Lép 6

1. C6 thé. Vi dy, dau tien 1 con ky nhong do gip 1 con ky nhong vang va chiing doi
thanh 2 con ky nhong xanh. Ta ¢6 5 ky nhong do, 5 ky nhéng xanh, 10 ky nhong
vang. Tiép theo, 5 con k¥ nhong dé giap 5 con ky nhong xanh, chiing bién thanh ky
nhong vang. Thic la ta sé duge 20 ky nhong vang.

(6,3,11) — (5,5,10) — (0,0, 20).
Tac gia: Le Vi
‘ Noi dung ‘ Diém ‘

Chi ra dugc mot cach bién ddi ve tinh huéng | 5
yeu cau la duge diem téi da

2. Thi sinh can chi ra mot cach cit theo luéi

0 vuong sao cho ba hinh sinh ra tu do B
bang nhau. Chan han, hinh bén 13 mot
cach cat. I
Tac gid: Pham Van Thuan
| Noi dung | Diém |
Chi ra dugc mot cach cat ding la duge diem | 5
toi da

3. C6 the dién 7 sb
chin, ching han

Tac gia: Pham Van Thuan

‘ Noi dung ‘ Diém ‘
Chi ra dugc mot cach dién c6 ding 7 sd chan | 5
1a duge diém t6i da

4. Hbi ¢6 bao nhiéu sé nguyen duong c6 hai chit s6 ma tdng cac chit s6 ctia mdi s6 do
chia hét cho 3 nhung khong chia hét cho 27?

Chaing minh. Nhan xét rang dap s6 sé bang s6 s6 nguyén duong c6 hai chit s6 ma
téng céac chit s6 ctia né chia hét cho 3 trit di s6 s6 nguyen duong cé hai chit s6 ma
téng cac chit s6 clia né chia hét cho 6. Trudc tien ta dém sb s6 ab ma a + b chia hét
cho 3. C6 thé xay ra cac truong hop sau:

5



e Véiac {3,6,9} vabe {0,3,6,9}. C63x4=12sb ab.
o Véi a € {1,4,7}, b € {2,5,8} hoidc hoan vi lai. Vay ¢6 2 x 3 x 3x = 18 s6 ab.
Do d6, ¢6 12 + 18 = 30 s6 ab ma a + b chia hét cho 3.

Tiép theo ta dém s6 s6 ab ma a + b chia hét 6. Xét céac truong hop sau:
e Véia=06vabe {0,6}. C62sb ab.
e Véia=5vabe {1,7} hoic hoan vi lai. C6 4 s6 ab.
e V6i a =4 vabec {2, 8} hoic hoan vi lai. C6 4 s6 ab.

e V6iac{3,9} vibec {3,9}. C6 4 s6 ab.

Do d6, ¢6 244+ 4+ 4 = 14 s6 ab ma a + b chia hét cho 6. Vay ¢6 30 — 14 = 16 s6

thoa man dé bai. O
No6i dung Diém
Thi sinh xét cac truong hgp néu ra duge dap so6 15 hoac 17 1
Thi sinh xét cac truong hgp néu ra dude dap so6 14 hoac 18 1
Thi sinh xét cac truong hgp néu ra duge dap so 16 5
A

. Tam giac ABC c6 cac diém D, E trén canh BC sao

cho BD = DE = EC va diém F trén AC sao cho

AF = FC. Biét rang dién tich ctia ABC 1a 480 cm?, F

tinh dién tich cua J
(a) tam giac BGD
(b) tam gidc AGJ.

B D C

Chaing minh. D& thay, tam gidc ABF va BCF c6 dién tich bang nhau vi chung
chiéu cao tit dinh B lai ¢c6 AF = FC'. Do d6, khoang cach vuong goc tit A, C' dén
BF béang nhau. Do d6, (ABG) = (BG(C), va dan dén (ABG) = 3(BGD). Suy ra
(ABG) = 3(ABD) = 2 x 3(ABC) = 1(ABC). Tu d6, (BAG) = 480/4 = 120,
thanh ra (BGD) = 120/3 = 40.

Hon nita, (ABJ) = (BJC), va (BJC) = 3(BJE). Suy ra (ABJ) = $x2 = 2(ABC).
Do do,

(AGJ)/(ABC) =

(S \)
N
[\
(@)

Vay nén, dap so6 can tim la % x 480 = T2.

O
Tac gia: Pham Van Thuan

Noi dung Diém
Lap luan dudc vé cac lien hé dieén tich tam | 2
giac va tinh duge (BGD) = 40 thi cho 2 diém
Chi tiép ra dudgc céc lien heé va tinh duge dien | 3
tich tam giac AGJ thi duge 3 diém




6. C6 N em hoc sinh ding thanh vong tron, danh s6 1an luot 1a 1, 2, 3, ..., N theo
chiéu kim dong ho. Em s6 1 ditng lai, em s6 2 di ra, em tiép theo ding lai, em tiép
theo nita lai di ra, ct tiép tuc nhu thé, vong tron thua dan cho dén khi chi con lai
mot em.

(a) Néu N = 32 thi em cubi ciing con lai 1a em s6 may?

(b) Néu N = 2017 thi em cudi cling con lai 13 em s6 may?

Chiing minh. a) Dap so: 1.
b) Dap s6: 1987.
Sau khi bé 993 em

2, 4,6, 8, ...,1986
thi con lai 1024 em. Chu y 1024 = 2'°. Ta c6 thé xem nhu qua trinh bat dau véi
vong tron méi gom 1024 em, nén em con lai & vi tri bat dau. Em ding dau c6 s6
thit tu (cti) la 1987. Vay em cudi cling con lai trong vong tron la 1987.

[
Tac gia: Ha Huy Khoai

Noi dung Diém
Tinh duge dap s6 1 v6i truong hop N =32 | 1
Tinh duge dap s6 1987 vdéi truong hop N =
2017




0.4 Lép 7

1. Tim tat ca cac bo s6 nguyén duong (a, b, c,d) théa man dong thoi cac diéu kien

ab=c+d, va a+b=cd.

Loi gidi. Trit hai phuong trinh ta duge
ab—a—b=c+d— cd.
Sap xép lai cho ta
ab—a—b+cd—c—d=0.

Cong hai vé v6i 2 va dit nhan tit chung ta dudgc

(a—1)b-1)+(c—=1)(d-1)=2.
Vi a,b, c,d 1a cac s6 nguyen duong, nén chi ¢6 hai kha nang: ca hai tich déu bang 1
hoac maot tich bang 0, tich kia bang 2.
TH 1. Néu cd hai tich bing 1 thia=b=c=d = 2.
TH 2. Néu (a — 1)(b—1) = 0 va (¢ — 1)(d — 1) = 2. Khi d6 (¢,d) = (2, 3) hoic
(c,d) =(3,2). Doc+d =>5nén (a,b) = (1,5) hodc (5,1). Vay trong trusng hgp nay
c6 4 bo (a,b,¢,d) 1a (1,5,2,3),(1,5,3,2),(5,1,2,3),(5,1,3,2).
TH3 Né (a— )(b 1) = 2 va (c—1)(d—1) = 0. Tuong tu ta cing c¢6 4 bo (a, b, ¢, d)

(a,b,c,d) = (2,2,2,2),(1,5,2,3).

Vay ¢6 9 bo (a, b, c,d) théa man yéu cau bai toan.
Tac gia: Aron Doman

Noi dung Diém
Chi ra duge bo s6 (2,2,2,2) 1
Chi ra duge bo so (1,5,2,3)
Chi ra duge di bo hoan vi bo s6 (1,5, 2, 3) 1

w

2. Cho nam s6 thuc c6 tong bang 18, dong thoi téng ba s tiy ¥ trong nam sé do
khong am. Héi s6 NHO nhat c¢6 thé nhan gié tri bing bao nhieu?

Chatng minh. Gia st nam so6 trong K 1a £, b, c,d, e. Theo gia thiét ta c6
(+b+c>0, (+d+e>0.

Suyra £+ ({+b+c+d+e) > 0. Do ds, £ > —18. Dang thitc dat dugc véi bo
(~18,9,9,9,9).

O

Tac gia: Pham Van Thuan



Noi dung Diém
Chitng minh dugc gia tri nhé nhat 1a —18
Chi ra dugc truong hop dau bang 1

3. Cho hinh vuong ABCD. Hai diéem E, F lan
lugt thuoc canh C'D va DA sao cho dién tich 42
cac tam giac BOE, EDF va ABF lan lugt
1a 21 cm?, 44 cm? va 42 cm?. Tinh dién tich F
tam giac BEF'. »

21 44

¢ . D

Chaing minh. Dat AB = AD = a, va FA = b. D& thay hai tam giac vuong BCE va
ABF c¢6 hai dudng cao bang nhau nén ti sé6 dién tich bang ti s6 ctia hai day tuong
tng. T d6 suy ra CF = FA/2 =b/2.

Hon ntta, FD =a—bva ED =a—b/2. Ta ¢
ab=284, va (a—b)(a—b/2) =88.
Suy ra 2a® + b* — 3ab = 88 x 2. Bién doi tuong duong va ding ab = 84 ta dugc
20 + b* = 428,
hay 1a a* — 214a® + 3528 = 0. Phan tich binh phuong cho ta
(a® —107)? = 107% — 3528 = 7921 = 89°.

Suy ra a® = 89 + 107 = 196, hay a = 14.
Suy ra, dién tich tam gidac BEF bang 196 — 44 — 42 — 21 = 89.
m

Tac gia: Pham Van Thuan

Noi dung Diém
Lap dugc hé phuong trinh cho a, b 2
Dua dugc vé phuong trinh tring phuong cho a 2
Tinh dugc a va dién tich tam giac BEF 1

4. C6 N em hoc sinh ding thanh vong tron, danh s6 lan luot 1a 1, 2, 3, ..., N theo
chiéu kim dong ho. Em s6 1 diing lai, em s6 2 di ra, em tiép theo ding lai, em tiép
theo nita lai di ra, ct tiép tuc nhu thé, vong tron thua dan cho dén khi chi con lai
mot em.
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Chitng minh. Sau khi bo 993 em
2, 4,6, 8, ...,1986

thi con lai 1024 em. Cht y 1024 = 2'°. Ta ¢6 thé xem nhu qua trinh bat dau véi
vong tron méi gom 1024 em, nén em con lai & vi tri bat dau. Em ding dau c6 s6
thit tu (ci) 1a 1987. Vay em cudi ciing con lai trong vong tron 1a 1987.

O
Tac gia: Ha Huy Khoai

. Hinh vé& bén 13 mot hinh thap gom 21 6 vuong.
Thay Thuan mudn viét cac s6 tif nhién vao hinh
thap sao cho, ké tit hang thit hai tré lén, mot s6
ghi trong méi 6 vuong bang tdng hai s6 ghi trong
hai 6 vuong lién dudi n6. Vi du c6 thé dién céc
sO tu nhién theo moéi mot cach sau day

Héi thay Thuan cé thé viét duge it nhat 1a bao nhiéu s6 chin & trong hinh thap?
Tai sao?

Loi gidi. Ta xét sau hinh thap nhd rdi nhau, [[Ilj
trong hinh thap 16n, mo6i hinh thap nhé
nhu hinh bén.
Gia stt o, y, 2 1a ba s6 ghi trong hinh thap nhé, sao choz = y+2. Suyrax +y+z =
2(y + z), tiic 1a trong ba s6 d6 phai c6 it nhat mot s6 chin. v

Theo d6, xét sau hinh thap nho roi nhau gom
¢6 (A, B,Q), (C,D, 1), (E,F,K), (L, M,Q), T | U
(O,P,S) va (T,U,V). Hinh théap 16n dugc
cau thanh tit sdu hinh thap nhoé nay va ba Q S
6 R, H,J. Vi méi hinh thap nho chita it nhat
mot s6 chan nén hinh thap 16n chia it nhat L1 M| O|P
6 sO chén. Hon nita,

G I K

R+H+J=2B+C+D+E+C+D),
A|B|cCc|D|E|F

suy ra R+ H + J 1a s6 chan, tic 1a trong ba 6 R, H, J phai c¢6 it nhat mot s6 chan
nita. Chiing t6 hinh thap 16n chita it nhat 7 s6 chdn. Bay gio ta chi ra mot cach
dién.

10



O
Tac gia: Pham Van Thuan

No6i dung Diém
Lap luan dugc rang trong ba 6 ctia hinh thap | 1
con, ¢6 it nhat mot s6 chan
Vé duge cau hinh gom 6 thap con va 3 6 du | 2
Lap luan dugc tong ba sb trong ba 6 & vi tri | 2
R, H, J la chén hoac cach 1y giai tuong duong

6. Tam giac ABC can tai A. Lay diém D trong tam
gidc sao cho AD = BCva LDAB = o, ZDAC =
B. Biét a + 38 = 60°. Tinh ZDC A theo o va .

Loi gidi. Dung tam gidc déu BCE (A, E cung phia so v6i BC). Do AAEB =
AAEC nén ZABE = ZACE. Tu do6 ta co:

a+B84+2/ACE = /BAC+/ABE+/ACE = 180°—/EBC—/ECB = 60° = a-+38

Suy ra ZACFE = (3. Do d6, ADCA = AEAC (cge), vi vay nén ZDCA = ZEAC =
1/BAC = «£

O
Tac gid: Tran Quang Hung

Noi dung Diém
Céch lam nhu trén cho diem t6i da
Céch lam khéc, két qua ding ciing cho diem | 5
toi da

ot

11



0.5 Lép 8

1. Tim tat ca cac bo s6 nguyén duong (a, b, c,d) théa man dong thoi cac diéu kien

ab=c+d, va a+0b=cd.

Loi giai. Tri hai phuong trinh ta duge
ab—a—b=c+d— cd.
Sap xép lai cho ta
ab—a—b+cd—c—d=0.

Cong hai vé véi 2 va dit nhan tit chung ta ducge

(a—1)b-1)+(c—=1)(d-1)=2.
Vi a,b, c,d 1a cac s6 nguyén duong, nén chi ¢6 hai kha nang: ca hai tich déu bang 1
ho#ic mot tich bang 0, tich kia bang 2.
TH 1. Néu ca hai tich bing 1 thia=b=c=d = 2.
TH 2. Néu (a — 1)(b— 1) = 0 va (¢ — 1)(d — 1) = 2. Khi d6 (¢,d) = (2,3) hoiic
(¢,d) =(3,2). Do c+d = 5nén (a,b) = (1,5) hoac (5,1). Vay trong trudng hop nay
6 4 bo (a,b,c,d) 1a (1,5,2,3), (1,5,3,2), (5, 1,2,3), (5,1,3,2).

TH3: Néu (a—1)(b—1) =2 va (¢c—1)(d—1) = 0. Tuong ty ta ciing ¢6 4 bo (a, b, ¢, d)
la (2,3,1,5),(2,3,5,1),(3,2,1,5),(3,2,5,1)

(a,b,c,d) =(2,2,2,2),(1,5,2,3).

Vay ¢6 9 bo (a, b, ¢, d) théa man yéu cau bai toan.
Tac gia: Aron Doman

Noi dung Diém
Chi ra duge bo s6 (2,2,2,2) 1
Chi ra duge bo s6 (1,5,2,3)
Chi ra duge di bo hoan vi bo s6 (1,5,2,3) |1

w

2. Cho nam s6 thuc c6 tong bang 172, dong thoi tong hai s6 tity ¥ trong nam s6 luon
khong am. Héi s6 nhé nhat trong nam s6 c¢6 thé nhan gia tri bang bao nhieu?

Chiing minh. Dé thay rang khong thé c¢é hai sé ciing am trong K. Goi a la s6 am
trong K. Suyraa+b>0,a+c>0,a+d>0.Data+b=m,c+a=n,d+a=p.
Hién nhien, m,n,p > 0. Do dé,

a+b+c+d=m+n+p—2a=172.

Suy ra a > —172/2 = —86.
Dang thiic dat duge v6i bo (—86, 86, 86, 86).

12



Tac gia: Pham Van Thuan

No6i dung Diém
Chitng minh dugc gia tri nhoé nhat bang —86
Chi ra duge dau dang thrc 1

3. V6i mot da thic g(z) ndo do, ta c6
2’ = (2* — 2* — 2+ 1)q(z) + az® + bz + c.
Tinh gia tri cua b.
Chitng minh. Chi ¥ ring ta c6 thé phan tich
- —z+1=(z+1)(z—1)>2%
Tt d6, thay = 1 va z = —1 va ding thic
2’ = (2% — 2% — 2+ 1Vg(x) +az® + br +¢

thi thu duge
l=a+b+c¢c, va —1=a—-b+c
Giai hé phuong trinh nay ch ta b = 1. Dap so: 1.
]

Tac gia: Michel Battaile

Noi dung Diém
Phan tich ducc da thic 22 — 22 — 2+ 1 thanh | 2
nhan ti
Lap dugc hé phuong trinh véi a, b, ¢ 2
Tinh dugc gia tri b 1 )
4. Cho tam gidc ABC vuong, canh huyén BC va
dudng cao AH. Tren HC lay diém M sao cho
MC = 2MH. Dusng thang ¢ di qua H vuong 7
g6c vi AM va cit AB (kéo dai) tai N. Tren B C
tia d6i ctia NH lay K sao cho NH = NK.
Goi I 1a giao diém ctia BC va AK. Tinh ti s6 K

IK/AK.

Chiing minh. Ta sé ching minh I 1a trung diém ctia AK.

Do HN vuong goc véi AM nén ZANH+/ZNAM = 90°, ma LZNAM+/CAM = 90°
néen ZANH = ZCAM. Lai c6, /ZBAH = 90° — ZHAC = /ZMCA, dan dén ANHA
dong dang v6i AAMC (goc-goe). T do,

AN AH
AC ~ MC
13



Vi tam gidc HAB dong dang véi tam giac HC' A nén

AB  AH
AC  HC'
Ta thu duge
AB  MC 2
AN HC 3
Két hop v6i N la trung diem HK ta suy ra B la trong tam tam gidc AHK, vi thé
BH di qua trung diém ctia AK, hay I 1a trung diém ctiia AK. Do dé, ti sb6 can tim
la 3.

]
Noi dung Diém
Chiing minh dugce tam giac NHA bang tam | 2
giac AMC
Chi ra dugc AB/AN = 2
Chi ra duge duge I 1 trung diem AK 1

. C6 7 em hoc sinh thi dau béng ban. Trong ngay thit nhat, méi em c6 thé chua dau
tran ndo hoac da thi ddu mot hodic nhiéu hon mot tran. Biét rang trong hom do,
mdi em thang khong qué 1 tran. Chiing minh ring

(a) trong 4 em tiuy ¥ ¢6 it nhat hai em chua dau véi nhau.

(b) hét ngay thi dau thit nhat, dé chuan bi cho ngay tiép theo ta luon c6 thé xép
7 em thanh ba nhém sao cho cac em thuoc ctiing méi nhom thi chua dau véi
nhau tran nao.

Ching minh. (a) Gia st ton tai 4 em sao cho hai em bat ki trong 4 em d6 da thi
dau véi nhau. Khi d6 4 em nay da thi dau vdi nhau it nhat 6 tran, nén phai
c6 1 em thang it nhat hai tran. Diéu nay trai véi gid thiét.

(b) Ta chi ra rang c6 khong qua 4 em thi dau nhiéu hon 2 tran. That vay, gid st

nguac lai, ¢6 5 em thi dau, méi em thi dau it nhat ba tran. Suy ra tong s6 tran
da dau it nhat 1a 8. Vo ly.
Xét 4 em da thi dau nhiéu tran nhat. Theo cau a) trong 4 em d6 phai ton tai
hai em chua dau véi nhau. Xép hai em d6 vao nhém 1, hai em con lai lan luot
xép vao nhom 2 va nhém 3. Ba em chua duge xép nhém chi thi dau nhiéu nhat
la hai tran hom d6. Do dé, ta c6 thé lan lugt xép timg em vao nhém ma em
do6 chua dau vdéi ai trong do.

]

Téac gia: Le Phic LU

No6i dung Diém
Y thtt nhat 1
Y thi hai 4

14
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6. Hinh vé bén 1a mot hinh thap gom 21 6 vuong.
Thay Thuan mudn viét cac s6 tif nhién vao hinh
thap sao cho, ké tir hang thit hai tré lén, mot s6
ghi trong méi 6 vuong bang tong hai s6 ghi trong
hai 6 vuong lién dudi n6. Vi du co thé dien céc
s6 tu nhién theo méi mot cach sau day HEEEEN

[12]1]4]3]2]

Héi thay Thuan cé thé viét duge it nhat 1a bao nhiéu s6 chin & trong hinh thap?
Tai sao?

Loi gidi. Ta xét sau hinh thap nhé rdi nhau, [[11]
trong hinh thap 16n, méi hinh thap nhé
nhu hinh bén.
Gia stt o, y, 2 1a ba s6 ghi trong hinh thap nhé, sao cho z = y+2. Suyrax +y+2z =
2(y + 2), tic 1a trong ba s6 d6 phai c6 it nhat mot s6 chin.

Theo d6, xét sau hinh thap nho roi nhau gom
Cé (A7B’G)7 (C7D7])7 <E7F’K>7 (L7M’Q)7 T U
(O,P,S) va (T,U,V). Hinh thap 16n dugc 0 .

S

cau thanh tit sdu hinh thap nhoé nay va ba
0 R, H,J. Vi mbi hinh thap nho chita it nhat
mot s6 chan nén hinh thap 16n chia it nhat L1 M| O|P
6 sO chén. Hon nita,

G I K

R+H+J=2B+C+D+E+C+D),
A|B|Cc|D|E|F

suy ra R+ H + J 1a s6 chan, tic 1a trong ba 6 R, H, J phai c¢6 it nhat mot s6 chan
nita. Chitng t6 hinh thap 16n chita it nhat 7 sé chin. Bay gio ta chi ra mot cach
dién.

O
Tac gia: Pham Van Thuan

15



Noi dung Diém
Lap luan duge rang trong ba 6 ctia hinh thap | 1

con, c6 it nhat mot so chan

Vé dugce cau hinh gom 6 thap con va 3 6 du | 2

Lap luan dugc tong ba s trong ba 6 & vi tri | 2

R, H, J 1a chan ho#c cach 1y gii tuong duong

16




0.6 Lép 9

1. Cho nam sb thyc c6 tong bing 172, dong thai tong hai s6 tiy ¥ trong nam sb luon
khong am. Hoi s6 nhé nhat trong nam s6 c¢é thé nhan gia tri bang bao nhieu?

Chitng minh. D& thay rang khong thé c6 hai s6 cling am trong K. Goi a la s6 am
trong K. Suyraa+b>0,a+c>0,a+d>0.Data+b=m,c+a=n,d+a=p.
Hién nhien, m,n,p > 0. Do dé,

a+b+c+d=m+n+p—2a=172.
Suy ra a > —172/2 = —86.
Déng thitc dat dugc véi bo (—86, 86, 86, 86).
O

Tac gia: Pham Van Thuan

No6i dung Diém
Chiing minh dugc gia tri nhé nhat —86
Chi ra dugc dau dang thic dat duge 1

2. Cho f(z) = 2% —2* —52% — 2% — 2z — 1 va g(z) = 2* — 2% — 5x — 1. Gid st phuong
trinh g(x) = 0 ¢6 ba nghiém phan biét 1a a, b, ¢, tim gia tri cua

fla) + f(b) + f(c).
Chatng minh. Cha ¥ rang

2 —at =Bt —a? 1= -2 —5r—1)—x— 1

Thanh ra,
fla) =—-a-1,
fb) =—-b—1, (1)
fle) =—-c—1.

Cong ba déng thic cho ta
fla)+ f(b) + f(c)=—a—b—c—3.
Vi a, b, ¢ la nghiém ctia g(x) nén ta c6
(z —a)(z = b)(z —c) = g(z).
Dan dén
2* — (a+ b+ c)x® + (ab+ be + ca)r — abe = 2° — 2* — 5x — 1.
Tu day ta c6 dong nhat thitc

a+b+c =1,
ab+bc+ca = -5, (2)
abc =1.

Suy ra f(a) + f(b) + f(c) = -1 -3 = —4. O

17



Noi dung Diém
Thue hién duge phép chia da thiic hodc phan | 2

tich thanh nhan ti
Chira duge f(a)+f(b)+f(c) = —a—b—c—3 | 1
Diung dong nhat thitc dé tinh duge a+b+c =
—1

3. Tim c&p s6 (p,n) trong d6 p 1a s6 nguyen t6, n 1a s6 nguyén duong sao cho p™ + 144
1a4 mot s6 chinh phuong.

Chiing minh. Tt bai ra ta co:
p" = (m+12)(m — 12),
suy ra
m+12 = p* m — 12 = p°,

v6i cac s6 nguyén khong am a, b nao do, a > b,a + b =n. Tu do ta c6

24 =p"(p"" - 1). (1)
Nhu vay, hodic b = 0, hoiic s6 nguyeén t6 p la uéc ctia 24, nén p chi c6 thé nhan gia
tri 2 hoac 3.
Khib=0,tacom=13,p=5,n=2.
Khip=2,thi24=2(2"""-1)néenb=3,a=2van =8,
Khip=3,tu (1)suyrab=1.Tac68 =3*"1—1,suyraa = 3, ticlam = 15,n = 4.

Vay, tat ca cac bo ba (m,n,p) thod man bai ra la: (13, 2, 5), (20, 8, 2) va (15, 4,
3). O

Tac gia: Ha Huy Khoai

Noi dung Diém
Lap dugc hé phuong trinh cho a, b 2

Tinh duge gia tri cua p = 2
Tinh dugce gia tri cua p =3

—_| =] =

Tinh duge gia tri ctap =5

4. Hinh vé bén 1a mot hinh thap gom 21 6 vuong.
Thay Thuan mudn viét cac s6 tif nhién vao hinh
thap sao cho, ké tit hang tht hai tré lén, mot s6
ghi trong méi 6 vuong bang tong hai s6 ghi trong
hai 6 vuong lién dusi né. Vi du c6 thé dién céc
s6 tu nhién theo méi mot cach sau day

18
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Héi thay Thuan c6 thé viét duge it nhat 13 bao nhiéu s6 chin & trong hinh thap?
Tai sao?

Loi giai. Ta xét sdu hinh thap nho roi nhau, &
trong hinh thap 16n, méi hinh thap nhé
nhu hinh bén.
Gia st z,y, 2 1a ba s6 ghi trong hinh thap nhd, sao chox = y+2. Suyraz+y+z =
2(y + z), tiic 1a trong ba s6 d6 phai c¢6 it nhat mot s6 chin. v

Theo d6, xét sau hinh thap nho roi nhau gom
6 (A, B,G), (C.D, ), (E,F,K), (L, M,Q), T | U
(O,P,S) va (T,U,V). Hinh thap 16n dugc
cau thanh tit sdu hinh thap nhoé nay va ba Q S
o R, H,J. Vi mdi hinh thap nho chita it nhat
mot s6 chdn nén hinh thap 16n chita it nhat L |M|O]|P
6 s6 chdn. Hon nita,

G I K

R+H+J=2B+C+D+E+C+ D),
A|B|C|D|E|F

suy ra R+ H + J 1a s6 chan, tic 1a trong ba 6 R, H, J phai c6 it nhat mot s6 chan
nita. Chiing t6 hinh thap 16n chita it nhat 7 s6 chdn. Bay gio ta chi ra mot cach
dién.

n
Tac gia: Pham Van Thuan

NoGi dung Diém
Lap luan duge rang trong ba 6 ctia hinh thap | 1
con, c6 it nhat mot so chan
Vé dugce cau hinh gom 6 thap con va 3 6 du | 2
Lap luan dugc téng ba s6 trong ba 6 & vi tri | 2
R, H, J 1a chan ho#c cach 1y giéi tuong duong

5. C6 100 van dong vien tham gia mot giai thi ddu béng ban, theo thé thic loai truc
tiép, nghia la van dong vien thua sé bi loai ngay. Theo thé 1é cudc thi, hai van dong
vién chi c6 thé duge thi dau v6i nhau néu chénh lech giita s6 tran da thi dau cia
ho khong qua 1. Biét rang gidi dau nay khong cé tran hoa va cudi cling, chi con lai
dtng mot ngudi vo dich, tat cd van dong vien khac déu da bi loai. Héi nha vo dich
c6 nhiéu hon 9 tran thing duge khong? Tai sao?
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Chiing minh. Goi ay 1a s6 ngudi it nhat tham gia thi dau theo thé thic trén dé
ngudi con lai cudi ciing thang dang & tran.
Nhan xét 1: a; la day tang theo k.
Nhan xét 2: a; = 2, as = 3.
Nhan xét 3: Khi k = 3, trudc tran thi 3, ngudi cudi cung da thing 2 tran va phai dau
v6i ngudi ¢6 it nhat 1 tran thang. Két hop véi nhan xét 1 suy ra az > as +a; = 5.
Lap luan tuong tutacé ay > az+a; >5+3=8; as > as+a3 >8+5=13; ag >
89, a0 Z 144.
Do dé dé c6 ngudi thang 10 tran thi phai c6 it nhat 144 ngusi tham gia thi dau. Vi
vay thi sinh cudi ciing khong thé thing 10 tran dudc.

O

Tac gia: Lé Phuc Lit

. Cho tam giac ABC noi tiép duong tron -,
nhu hinh vé. Diém D ndm trén cung BC
khong chita A ctia 7. Goi E, F lan luct 13 hai
diém trén canh AB, AC sao cho BD = BE
va CD = CF. Goi G la trung diém ctia EF.
Chiing minh rang BG vuong goc véi GO

Loi giai. Goi J la diém déi xing D qua BC khi d6 BE = BJ = BD va CF —
CJ=CD. Vay

/ZEJF =360°—/ZFJC - ZCJB — ZEJB.

Lai cha y rang, /BJC = /BDC va /BEJ = /BJE, /JFC = ZCJF nén

/EJF =360° — ZBDC — (/BEJ + ZCFJ) = 180° + LA — (LA + ZEJF).

Suy ra ZEJF = 90°. Nén trong tam giac vuong EJF, G 1a trung diém ciia canh
huyén EF nén GF = GE = GJ. Két hop véi viec BE = BJ va CF = CJ nén suy
ra GB, GC lan lugt 1a dudng trung tryc ctia EJ va F.J. Ma JE vuong goc véi JF
nén G B vuong goc véi GC.

]
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Tac gid: Tran Quang Hung
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0.7 Lép 10

1. Hai s6 thuc x,y thda man x +y = 1. Tim gié tri 16n nhat, nhé nhét ctia biéu thic
z Y
+ .
L+y* 1422

Chitng minh. Quy dong mau sb cho ta

423 +y+ o> 2 — 3zy

T,Y) = = )
P, y) 1+ 224+ 9?2+ 2292 2 —2xy + 22y?

Dit s = xy. Dé thay, s € R. Goi d 1a mot s6 thuoc mién gia tri ciia
2—-3s
2—-2s5+s2
Khi dé6, phuong trinh bac hai theo an s sau day phai c6 nghiem
ds® — (2d — 3)s +2d — 2 = 0.
Nghia 1a biét thic A = (2d — 3)? — 4(2d — 2)d phai khong am. Ttic la
—4d* —4d+9 >0,
hay 1a 10 — (2d — 1)® > 0. Suy ra

— 10—1<d<\/1_0—1_
2 -7 = 2
Vay nén,
VI0+1 V10 — 1
———— < (z,y) < SR

]

2. Goi f(z) 1a mot da thic bac 2016 sao cho
1 1

Tinh gia tri cia f(2018).
Chaing minh. Viét cac gid thiét dudi dang
zf(x) —1=0,
trong dé T = 1,2,3,...,2017. Vi zf(z) —1 1a mot da thitc bac 2017, ¢6 2017 nghiém.
Ta c6 the phan tich thanh nhan ti, vé6i ¢ 1a mot hang s6
zf(r) —1=clz—1)(x —2)--- (z —2017).

Thay x = 0, ta tinh dugec ¢ = ﬁ. Thay x = 2018, ta dugc

1
2018/(2018) — 1 = 5= (2017)(2016) -3 x 2 x 1 = 1.

Suy ra f(2018) = 52z = To55- O
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Tac gia: Michel Battaile

3. Tim cap s6 (p,n) trong d6 p 1a s6 nguyen t6, n 1a s6 nguyén duong sao cho p" + 144
14 mot s6 chinh phuong.

Chiing minh. Tt bai ra ta co:
p" = (m+12)(m — 12),
suy ra
m+12 =p®,m— 12 = p’,

véi cac s6 nguyén khong am a, b nao do, a > b,a + b =n. Tu do ta c6

24 =p"(p"" — 1). (1)

Nhu vay, hodic b = 0, hoiic s6 nguyeén t6 p la wée ctia 24, nén p chi ¢6 thé nhan gia
tri 2 hoac 3.

Khib=0,tacom=13,p=5n = 2.

Khi p = 2, b c6 thé nhan nhitng gia tri 1, 2 hosic 3. Néu b =1 thi 12 =271 — 1, vo
ly. Neub=2thi6 =22—-1,voly. Khib=3taco 3 =293 —1,suy raa = 5, tiic
la m=20,n=28.

Khip=3,tu(1)suyrab=1.Tac6 8 =3""'—1,suyraa = 3, tiiclam = 15,n = 4.

Vay, tat ca cac bo ba (m,n,p) thod man bai ra la: (13, 2, 5), (20, 8, 2) va (15, 4,
3). O

Tac gia: Ha Huy Khoai

4. Hinh vé bén 14 mot hinh thap gom 21 6 vuong.
Thay Thuan mudn viét cac s6 tir nhién vao hinh
thap sao cho, ké tit hang thit hai tré lén, mot s6
ghi trong méi 6 vuong bang tdng hai s6 ghi trong
hai 6 vuong lién du6i né. Vi du c6 the dién céc
sO tu nhién theo moéi mot cach sau day

Héi thay Thuan cé thé viét duge it nhat 13 bao nhiéu s6 chin & trong hinh thap?
Tai sao?

Loi giai. Ta xét sdu hinh thap nho roi nhau, &

trong hinh thap 16n, mdi hinh thap nhé

nhu hinh bén.
Gia stt o, y, 2 1a ba s6 ghi trong hinh thap nhé, sao cho z = y+2. Suyrax +y+2z =
2(y + z), tiic 1a trong ba s6 d6 phai c¢6 it nhat mot s6 chin.
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414141414704

Theo d6, xét sau hinh thap nho roi nhau gom
6 (A, B,G), (C,D, 1), (E,F,K), (L, M,Q), T | U
(O,P,S) va (T,U,V). Hinh thap 16n dugc
cau thanh tit sdu hinh thap nhoé nay va ba Q S
0 R, H,J. Vi mbi hinh thap nhé chita it nhat
mot s6 chin nén hinh thap 16n chita it nhat L |M|O|P
6 s6 chén. Hon nita,

G I K

R+H+J=2B+C+D+E+C+D),
A|B|Cc|D|E|F

suy ra R+ H + J 1a s6 chan, tic 1a trong ba 6 R, H, J phai c¢6 it nhat mot s6 chan
nita. Chitng t6 hinh thap 16n chita it nhat 7 s6 chin. Bay gio ta chi ra mot cach
dien.

0

111

1 1

0O|l1]11]0

100
1({011]1]0]1 0

Tac gia: Pham Van Thuan

. C6 100 van dong vién tham gia mot giai thi dau béng ban, theo thé thitc loai trc
tiép, nghia la van dong vién thua sé bi loai ngay. Theo thé 1é cuoc thi, hai van dong
vien chi c6 thé duge thi dau véi nhau néu chénh lech giita s6 tran da thi dau cta
ho khong qua 1. Biét rang gidi dau nay khong cé tran hoa va cudi cling, chi con lai
dtng mot ngudi vo dich, tat cd van dong vien khac déu da bi loai. Héi nha vo dich
c6 nhiéu hon 9 tran thang dugc khong? Tai sao?

Chitng minh. Goi a;, 1a s6 ngudi it nhat tham gia thi dau theo thé thic trén dé
ngudi con lai cudi ciing thang dang k tran.

Nhan xét 1: a; la day tang theo k.
Nhan xét 2: a; = 2, ay = 3.

Nhan xét 3: Khi k = 3, trudc tran thi 3, ngudi cudi cing da thing 2 tran va phai dau
v6i ngudi c6 it nhat 1 tran thang. Két hop v6i nhan xét 1 suy ra as > as + a; = 5.

Lap luan tuong tu tacé ay > az+a, >5+3=8; a5 > as+a3 >8+5=13; ag >
89; (1,102144.

Do d6 dé c6 ngudi thiang 10 tran thi phai c6 it nhat 144 ngudi tham gia thi dau. Vi
vay thi sinh cudi cting khong thé thing 10 tran dugc.
]

Tac gia: Lé Phuc Lit
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Noi dung Diém
Thue hién duge phép chia da thiic hodc phan | 2

tich thanh nhan ti
Chira duge f(a)+f(b)+f(c) = —a—b—c—3 | 1
Diung dong nhat thitc dé tinh duge a+b+c =
—1

6. Cho tam gidc ABC ndi tiép duong tron 7,
nhu hinh vé. Piém D ndm tréen cung BC
khong chita A ctia y. Goi E, F lan lugt 13 hai
diém trén canh AB, AC sao cho BD = BE
va CD = CF. Goi G la trung diém ctia EF.
Chiing minh rang BG vuong goc véi GO

Lai gidi. Goi J la diém ddi xing D qua BC khi d6 BE = BJ = BD va CF =
CJ=CD. Vay

LEJF =360° - ZFJC - £ZCJB — ZEJB.

Lai chu y rang, /BJC = /BDC va /BEJ = /BJE, /JFC = Z/CJF nén

/EJF =360° — /BDC — (/BEJ + ZCFJ) =180° + LA — (/A+ /EJF).

Suy ra ZEJF = 90°. Nén trong tam giac vuong EJF, G la trung diém ctlia canh
huyén EF nén GF = GE = GJ. Két hop véi viec BE = BJ va CF = CJ nén suy
ra GB, GC lan lugt 1a duong trung tryc cia EJ va FJ. Ma JE vuong goc v6i JF
nén GB vuong goc véi GC.

]

Tac gia: Tran Quang Hung
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